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ABSTRACT 
A nonassociative algebra B over a field K is called H-simple for a subgroup H of the group of 
automorphisms of B if BZ # {0} and if B has no H-invariant ideals except (0) and B. It is proved 
that every H-simple, finite-dimensional B is a direct sum of simple ideals which are conjugate under 
H. This implies that every H-simple, finite-dimensional B is simple if H has no normal subgroup 
different from Hand of finite index in H or if H has no subgroup different from H whose index 
in H is a divisor of the dimension of B over K. 
G sei eine Gruppe, V ein Vektorraum uber einem K&per K und V sei G- 
Modul bezuglich einer Abbildung p : G x V+ I/. Fur p(g, u) werde g. u ge- 
schrieben. Wenn man die Frage stellt, fur welche Algebren (= nicht notwendig 
assoziative Algebren) A = (V, q?), v, : VX V+ I/ bilinear, die Abbildungen o+g. u 
Automorphismen von A sind (= : G-invariante Algebren), wird man sich viel- 
leicht zunachst auf den Fall beschranken, dab V irreduzibler G-Modul ist. Das 
hat aber den Nachteil, da13 under diesen Algebren fur dim,VL 2 keine Algebra 
vorkommt, die ein Einselement besitzt. Nun ist gut bekannt, da13 man zu jeder 
Algebra A ein Einselement e adjungieren kann. In der Regel wird dazu durch 
(1y, u) *(,8, w) : = (Crp, (YW + PO + DW) eine Algebra A, auf Ke x V definiert, wobei 
uw das Produkt von u und w in A bezeichnet. Durch g. (CI, u) : = (a; g. u) wird 
such Kex V zu einem G-Modul, und die Abbildungen (a, u)+g.(cx, u) sind 
Automorphismen von A,. Bei dieser Konstruktion ist A ein Ideal in A,. In 
den geschtitzteren Algebren B mit Einselement e gibt es aber meistens einen 
zu Ke komplementaren Aut B-invarianten Unterraum, der nicht Ideal in B ist. 
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Solche Algebren erhalt man aus A, wenn man mit Hilfe einer Bilinearform 
(T : I/x V-tK, o 20, auf Ke x V eine Algebra A,, erklirt durch (a, u) *(/I, w) = 
= (o/3 + o(o, w), aw +/?u + uw). Diese Konstruktion erzeugt aus der Nullalgebra 
auf einem Vektorraum einen “Spin-Faktor”, sie wird z.B. in [I] verwendet, 
und hin und wieder geht man such von Algebren A,, zuriick zu A (z.B. [2-31 
und [7]). 
Definiert man wie oben g. (a, o) = (cr,g. o) und ist o eine G-invariante 
Bilinearform, ist also cr(g. u,g. w) = o(u, w) fur alle g E G und alle o, w E V, dann 
operieren die Elemente von G auf Kex I/ als Automorphismen von A,,. 
1st V irreduzibler G-Modul, dimK Vr2, dann sind {0}, Ke, V und Ke x I/ 
die einzigen G-Untermoduln von Ke x I’. Da Ke und V keine Ideale in A,, 
sind, besitzt A,, auger (0) und A,, keine G-invarianten Ideale. 
A,, und A, falls A2 # (0)) sind dann also “H-einfache Algebren”, wenn 
man H: = Q(G) setzt (@(S)u : = S. u fur SE G). Dabei heil3t eine Algebra B hier 
H-einfach, wenn B2# (0) gilt, H eine Untergruppe von Aut B ist und B kein 
von (0) und B verschiedenes H-invariantes Ideal besitzt. {ids}-einfache 
Algebren sind einfache Algebren. Fur H-einfache Algebren gilt der folgende 
SATZ 1. 1st B eine endlich-dimensionale H-einfache Algebra fiir eine Unter- 
gruppe H von Aut B, dann ist B direkte Summe einfacher Ideale Zr, . . . , Z,, die 
alle unter H konjugiert sind. 
BEWEIS. I# (0) sei ein minimales Ideal von B. Dann ist CSEH SZ ein H- 
invariantes Ideal# (0) von B und daher gleich B. Da die Dimension von B 
endlich ist, gibt es TE M und Sr,..., Sre H mit Cisr $Z=B. (Fur TEN sei 
_‘: ={1,2,..., r}.) Wahlt man hier r minimal, dann ist die letzte Summe 
direkt. Denn anderenfalls gibe es ein k E r und ein 0 #&E&Z, fur das 
bkE Cisr\(k) SiZ. Dies hatte wegen der Minimalimt des Ideals S,Z die Inklu- 
don UC Cier\(k) SiZ und damit B= @ier,tkl SiZ als Folge, was der Mini- 
malitat von r widerspricht. Daher gilt B= aisr SiZ und wegen B2# (0) zeigt 
dies, daD die zueinander isomorphen Ideale $Z einfach sind. Damit ist der 
Satz schon bewiesen. 
Es handelt sich bei dem vorstehenden Satz urn eine einfache Verallge- 
meinerung seines bekannten Spezialfalles, in dem H nur zwei Elemente hat, also 
neben der identischen Abbildung von B nur einen involutorischen Auto- 
morphismus von B enthalt. Fur H=Aut B macht der Satz eine Aussage tiber 
“charakteristisch einfache” Algebren. 
N. Jacobson beweist in [4], (Theorem 4 des Kapitels III.) den folgenden Satz: 
1st A eine (nicht-assoziative) Algebra und ist A = eiCr Ai= oj,? Bj, wobei Ai 
und die Bj einfache Ideale von A sind, dann ist T=S, und die Ai und Bj 
stimmen bis auf die Reihenfolge uberein. Dem Satze schlieBt sich die Be- 
merkung an, da13 A hier genau 2’ Ideale hat, namlich die Ideale eleE A,, wo 
E eine Teilmenge von L ist. Insbesondere sind also in A = @ ie, Ai die Ideale A, 
genau alle minimalen Ideale von A. 1st daher B eine endlichdimensionale H- 
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einfache Algebra und B = Bier SiZ eine Darstellung gemal Satz 1 von B als 
direkte Summe einfacher Ideale SjZ, dann sind die SiZ genau die minimalen 
Ideale von B, und sie werden daher durch die Automorphismen SEH von B 
permutiert und zwar transitiv, da B eine ZZ-einfache Algebra ist. Damit ist ein 
Homomorphismus 71 von H in die symmetrische Gruppe @ gegeben. Fur r> 1 
ist daher der Kern von 71 ein von H verschiedener Normalteiler in H, der end- 
lichen Index in H hat. 1st U die Isotropiegruppe von SiZ bei dieser Operation 
von H auf der Menge der minimalen Ideale, dann ist der Index [H: U] von U 
in H gleich r. AuDerdem gilt r. dim,Z= dimKB. Da B genau im Falle r= 1 
einfach ist, gilt der folgende 
SATZ 2. 1st B eine endlich-dimensionale H-einfache Algebra fur eine Unter- 
gruppe H von Aut B, dann ist B einfach, sobald eine der beiden folgenden 
Bedingungen a) und b) erftillt ist: 
a) H besitzt keinen von H verschiedenen Normalteiler, der endlichen Index 
in H hat. 
b) H besitzt keine echte Untergruppe, deren Index in H ein Teiler von 
dimKB ist. 
Wie die einleitenden Ausfiihrungen zeigen, ist dieser Satz in vielen Fallen 
anwendbar. In [l] hitte er dazu benutzt werden konnen, ohne Rechnung 
auf die Einfachheit der dort mit Hilfe von Uberschiebungen definierten 
Algebren A,A,, zu schliel3en, da aufgrund der dort gemachten Voraussetzung 
“Char K= 0” die Gruppe PSL(2, K) keinen von PSL(2, K) verschiedenen 
Normalteiler von endlichem Index in PSL(2, K) besitzt und die Algebren 
A n,l,P sofort als PSL(2, K)-einfach zu erkennen sind. Jede zusammenhangende 
einfache Lie-Gruppe G besitzt auser G keinen Normalteiler, der endlichen 
Index in G hat. In [5] wurde u.a. fur alle endlichdimensionalen, irreduziblen 
SL(3, C)-Moduln I/ die Dimension des Vektorraums der SL(3, C)-invarianten 
Algebren auf I/ bestimmt. Die Menge dieser Dimensionszahlen ist nicht be- 
schrankt. Alle hier auftretenden Algebren A mit A22 (0) sind nach Satz 2 
einfach. 
Die Bedingung a) des Satzes 2 ist fur endliche Gruppen H nur im trivialen 
Fall 1 H I= 1 erfiillt. Bei endlichen Gruppen kann aber die Bedingung b) helfen. 
Zum Beispiel hat die alternierende Gruppe A5 keine Untergruppen vom Index 
2, 3 und 4. Daraus folgt aber schon, da8 As-invariante Algebren B#O auf 
irreduziblen A,-Moduln der Dimension 3 oder 4 notwendig einfach sind. 
Die Arbeiten [6], [7] und [8] belegen, da8 die Frage nach Algebren mit vor- 
gegebenen Symmetrien nicht nur von algebraischem Interesse ist. 
LITERATUR 
I. Dixmier, J. - Certaines algtbres non associatives simples dtfinies par la transvection des 
formes binaires. Journal fiir reine und angewandte Matbematik, 346, 1 lo-128 (1984). 
2. Hirzebruch, U. - Algebras with given symmetries. Mathematisches Forschungsinstitut Ober- 
wolfach, Tagungsbericht, 33, (1982). 
395 
3. Hirzebruch, U. - Algebren mit vorgegebenen Symmetrien, M. Koecher zum 20.1.1984 
gewidmet, Manuskript. 
4. Jacobson, N. - Lie algebras. Interscience Publishers, Third Printing (1966). 
5. Laskowsky, R. - Diplomarbeit. Siegen (1982). 
6. Michel, L. - Simple mathematical models of symmetry breaking. Application to particle 
physics. Mathematical Physics and Physical Mathematics, Ed. K. Maurin, R. Raczka; 
Warsaw Symp. 1974 Warsaw (1976). 
7. Michel, L. and L.A. Radicati - The geometry of the octet. Ann. Inst. Henri Poincare, Sect. 
A 18, 185-214 (1973). 
8. Sattinger, D.H. - Bifurcation and symmetry breaking in applied mathematics. Bulletin Amer. 
Math. Sot., 3, 779-819 (1980). 
396 
